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具有马氏转换的离散随机系统的性能分析
’
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,
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摘要 研究了具有马 氏转换参数 的离散随机 系统
,

分析 了系统的轶性质
、

马 氏性
、

常返性
、

不 可约

性和收敛性
.

关键词 马氏转换参数 离散随机系统 较 马氏性

随着计算机和相关学科的发展
,

对确定性的离

散系统已进行 了深入 的研究
,

并取得 了丰 富的成

果
,

但关于离散随机系统
,

特别是非线性的离散随

机系统的研究尚不多见
.

马 氏系统在控制论
、

通讯

工程
、

系统工程
、

运筹学
、

数值模拟
、

群体增长乃

至人 文 社 科 领 域 的 研 究 中都 扮 演 着 重 要 的 角

色 〔̀ 一 5 ]
,

应用学科中面临的许多非线性的离散随机

系统的问题 急需新的突破
.

作者 在文献 〔6」的基础

上
,

对离散随机系统展开了研究
,

给出了系统具有

轶性质
、

构成 M a r k vo 链 的条件
、

常返性和不可约

性判据以及 系统的渐进分析
.

目标是研究带有空间

参数的离散鞍生成的离散随机控 制系统
,

由于 I ot

积分的鞍性质
,

我们所讨论的系统可以视为带有转

换的扩散系统的离散化
,

有关该系统的实际模型可

参见文献 〔7 一 9]
.

另一方面
,

我 们所讨论 的离散

随机系统也是线性状态空间模型 〔̀ ” 〕的扩充
.

很多系

统工程与时间序列中等实际模型都可以纳入这类系

统的框架进行分析
.

以下
,

我 们简称这类 系统 为离散 随机控 制系

统
.

文中所有的随机变量都是定义在完备概率空间

( 月
,

下
,

尸 ) 上
,

所有随机序列关于
。 一

代数 下 的子
。 一

代数流 }少 * : k 二 0
,

1
,

… }都是适应的
.

由于所

讨论的是由带空间参数离散鞍导 出的随机序列
,

所

以是基于适当的序列空间
.

关于序列空间
、

函数空

间
、

空间上的距离
,

离散鞍和带空间参数离散鞍等

术语均沿用文献仁6了和 【l川 中的记号
.

这里只列 出

如下几个常用到的
.

对于澎
一

值随机序列空间 lco 二 l , (澎 )
,

对任意

的两个 I co 中的随机序列 X = {X * } 和 Y 二 {矶 }
,

定

义它们之间的距离 尸为

户( X
,

Y ) = 产山泞燕异护
,

1 + s u P }人 k 一 r 走 }
一

J

尸11||J

E

并记 z 。 二 ( I co
,

川

定义

l ( 2 ) : = }X 任 I co :

11X 11 (2 )

( E 〔
s u p J瓜 J

Z

j )告< co }

从
。 : = {X 任 l ( 2 ) :

X 是一个鞍
,

X 。 二 o }
,

州岔
: = } x 任 z co :

x 是一个局部鞍
,

x 。 = 0 }

1 系统的鞍性质和收敛性

考虑如下两种形式的离散随机控制系统

kY
+ , ( 。 ) = M ( kY

,

氏
+ 1 ,

走 + 1
, 。 )

,

( 1 )

Y 。 (司 = y 。 任澎
,

以及

矶
+ 1 ( 。 ) = 玖 + M (矶

,

0* ,

走 + 1
, 。 ) 一

M (姚
,

8* ,

k
, 。 )

,

( 2 )

Y 0( 。 ) 二 y 。 任澎
,

2 0 0 3
一

0 4
一

0 1 收稿
,

2 0 0 3
一

0 6
一

0 6 收修改稿
,
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其中 控 制 参 数 氏是 一 个 具 有 有 限 状 态 空 间 的

买 *一 M a r k o v 链
,

我们用 { 1
,

2
,

… N } 来表示它的

状态空间
.

M ( x , s ,

k
, 。 ) 是丑里一

值的 厂 * 一

适应序

列
,

x 任澎是空间参数
, : 任N 是控制参数

,

并且它

关于 召 (澎 ) 只 召 (脚 ) 又 下走一可测

有如下适应性定理
:

定理 1 设 M ( x
, 、 ,

k
, 。 ) 是具有参数 x 和

`
的适应序列

.

当 夕。给定时
,

由 ( 1) 式确定的序列是

厂庵适应的
.

特别 的
,

如果 对 V k
, n ,

M ( x
, n ,

k
,

司 有一个关于 x 任澎连续 的修正
,

则 由 ( l) 式

确定的序列是惟一的
.

证 首先
,

序列可以递归得到
.

关于解的适应

性
:

用 归纳法
,

显然 Y 。 是下。
可测的

,

设 Y ; 关于

买 , 可测
,

注意到

姚
+ 1 = M ( 玖

,

0k
+ 1 ,

掩 + 1
, 。 ) 二

愚州 姚
, n ,

` 十 `
,
田 ’ X `一气 , ( , ,

是 下* + 1一可测的
.

这是因为对 V n ,

M ( kY
, n ,

庵 + 1
,

。 ) 关于 下
* + 1
可测

,

同理可得 M (矶
, n ,

走+ 1
, 。 ) 关

于 下泛 * ,
可测

,

又 久关于 买* 十 , 可测
,

从而 矶
十 ,
关于

下 * + 1
可测

.

最后考虑惟一性
,

因为系统 ( 2) 可以写为 ( 5) 的

形式
,

即

矶一 (田 ’ 一

熙“ ( 玖
, n ,

`
,
田 ’ x `一 、 ,

,

Y 。 ( 。 ) 二 y 。 〔 澎
.

( 6 )

砚
+ 1 = M ( 玖

,

氏
+ 1 ,

走 + 1
, 。 ) =

云M ( kY
, n ,

走 + 1 , ` ) x {
刀 二
气

+ :
} ( 3 )

是 下 * 、 卜可测的
.

这是 因为对 V
, ,

M ( kY
, n , 。 ,

k +1 ) 关 于 厂* + 1
可测

,

又 氏关于 下、 十 1
可测

,

从而

矶
、 1
关于 下、 、 1可测

.

再考虑解的惟一性
,

因为 ( 1) 式可以写为 ( 3) 式

的形式
,

即

N

Y * + 1 ( 。 ) 一
乙 M ( Y 、 , n ,

k
, 。 ) x {

, 一

、
十 ,

}
,

( 4 )

作类似 于定理 1 的讨论并用 归纳法
,

设 姚惟 一
,

则由 氏惟一
,

并且状态空间为有限
,

可得 姚
+ 1
惟

一 从而我们可以得到惟一性
.

由于 在 上 述 定 理 中 我 们 没 有 对 适 应 序 列

{M ( x
,

n) }
,

列的随机结构做太多的假定
,

所 以我

们不能期望上面的存在惟一性定理中给出系统更多好

的性质
.

从 ( 1) 和 ( 2) 式的形式看来
,

可以给出一个并

不是很强的条件
,

而期望它们所确定的离散随机系统

是一个局部鞍甚至是一个靴
.

我们需要用到文献 〔6了

的若干假定
、

首先
,

对于一个以 x 任 D 仁澎
,

为空间

参数的鞍 M ( x
,

k
, 。 ) 定义它的协变差序列为

Y 。 ( 。 ) 二 y 。 任澎
. A ( x

,

y
, n ) = <M ( x

, n )
,

M ( y
, n ) > =

由于 M ( x
, n ,

k
, 。 ) 在 一个零 测集 外是 关 于

x 任澎 是连续的
,

用归纳法
,

设 Y *
惟一

,

则由 氏

惟一
,

并且状 态空间为有限
,

可得 姚
+ ,
惟一 从

而我们可以得到序列的惟一性
.

对于 ( 2) 式
,

我们有如下类似的结果
:

定理 2 设 M ( x
, : ,

k
, 。 ) 是具有参数 二 和

:
的适应 序列

,

在 {久
: k 二 O

,

卜 二 ,

N } 初始分 布

给定的情况下
,

由 ( 2) 式确定的序列是关于 下 ;
适应

的
,

特别的
,

如 果对 V k
, n ,

M ( x
, n ,

灸
, 。 )

有一个关 于 x 任皿“ 连续的修正
,

则此序列是惟 一

的
.

证 首先
,

序列可以递 归得到
.

再看它的适应

性
:

用归纳法
,

显 然 y 。
是 凡 可测的

,

设 火关 于

下差可测
,

注意当给定 Y * 任澎后
,

有

乙 ( 、 ( x
,

, ) 一 M ( x
,

, 一 1 ) )
·

( M (夕
,

j ) 一 M (夕
,

z 一 1 ) )
.

( 7 )

关于协变差序列我们做如下假设条件
:

假设 工 存在 A ( x
,

y
, n ) 的一个修正

,

使

A ( x
,

,
, n ) =

艺
a ( x

,
,

,

* )
,

其中 { 。 ( x
,

y
,

k)
,

厂* }k ) 。
是 一个满足以下条件

(可和性 )的 C m 一

值适应序列
,

习 11
。

x(
,

,
,

k) ;II
: ` < .co

假设 ll p 二 ( p * ,

下几 ) 是一个 -D 值的适应随
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机序列
,

对所有的 x
, 1 ,

k
,

有可和性
艺 E [

a (户走
,

户是
,

k + 1 ) 〕
.

艺
a (户走

,

户、 ,

k ) < oo
, a

·

s
·

因为 M ( x
,

k ) 有不相关的增量
,

这就意味着有

假设 111 将假设 I 中的空 间 C `
变为连续函数

空间 C
,

同时假设 11 成立
.

下面的引理与文献 〔6] 中的定理 4
.

7 的结论是

类似的
,

但是其证明不同
.

引理 1 设 M ( x
,

k ) 是 C m 一

鞍 满足假设 I
,

适应序列 {P * } 满足假设 11 如果对 走半 ,
,

走
,

, 妻。
,

有 M ( x
,

走 + 1 ) 一 M ( x
,

走 ) 和 M ( x
,

j + 1 ) 一

M (x
,

j) 不相关
,

则由

}E [ }(F p
, 、 ) }〕} 2 簇 E 仁} (F p

, 二 ) {
“ 」< co

.

特别的
,

因为

F ( 户
,

* + 1 ) 一 F (户
,

* ) 一
习 [ M (鸟

,
, + 1 ) -

少 = 0

M (丸
,

, ) ]一 习 M (丸
,

j + 1 ) 一
M (九

,
, )

少 = 0

M ( P走
,

k + 1 ) 一 M ( P走
,

k )
.

F
,

(户 ) 一

艺 [ M (户户
,

k + 1 ) 一 M (户乏
,

, )〕
.

( s )
k = 0

定义的适应序列 {P* } 关于鞍 M ( x
,

k ) 的非线性

鞍变换列 {F
。

( P ) } 是一个 下
。

局部鞍
.

证 先证明 {M ( x
,

走 ) }* ) 0 任州
。 ( V x )的情

形
.

由上面的假定
,

存在一个 C m 一

适应的随机序列

a( x
, , ,

k) 使得

从而

E [ F ( p
,

走 + 1 ) 一 F ( p
,

走) {下
走 ] =

E [ M ( p * ,

走 + 1 ) 一 M ( p * ,

走 ) }少
*

] =

E [ M ( x
,

k + 1 ) 一 M ( 二
,

k ) l下
* 〕

二 一 , , 一 0
.

A ( x
,

,
, n ) 二

艺 ( M ( x
,

* ) 一 M ( x
,

、 一 1 ) )

(州
,

,

* ) 一 M ( ,
,

* 一 1 ) ) =

艺
a ( x

,
,

,

走 )
.

E [ (F p
,

k 十 1 ) }厉
走」= (F p

,

k)
.

从而 } F ( p
, n ) } 是一个鞍

,

并且 { F ( P
,

川
0

.

( 1 1 )

( 12 )

n ) }任

递推地有

再考虑 { M ( x
,

k )}
畏) 。
为任意的鞍或局部鞍情

形
.

给 定 D 的一 个 紧 子 集 K 和 一 个 非负整 数
n ) 0

,

令

( M ( x
,

走 + 1 ) 一 M ( x
,

走) ) 2 二 a ( x
,

x
,

走 + 一)
.

( 9 )
k

T 、
, ,

一 i n f {* :

艺 一
a (二

,
,

,
, ) 一}成

、 ) 刀

由于 a (二
,

y
,

走 + 1 ) 〔 c m ,

则有

(M (户* ,

龙 + 1 ) 一 M (户、 ,

走 ) ) 2 二 。 (户* ,

户走
,

无 + 1 )
.

( 10 )

对 ( 10 )式两端取期望
,

得到

则 T 、
, ,

是一列停时
,

尸 {几
, ,

< co }一 0( ,
~ co ) 对

每一个 K 成立
.

停止序列

M升
二 ( x

,

* ) = M ( x
,

* 八 KT
. ,

E [ ( M (户走
,

* + l ) 一 M ( 力庵
,

掩 ) ) 2

〕=

E [
。 (户* ,

户* ,

* + 1 ) ]
.

属于 州
。 (对任意 的 x 和 K )

.

实际上
,

对 丫 k

M阮
·

的方括号过程 [ M几
二 ]

,

有

[ M从
·

( x
,

、 )〕 = A叹
, ·

( x
,

x
,

*
a ( x

,
x

,
J )

叭习月
孟凡

一一

a ( x
,

x
,

, ) l}次
*

摺奖( 1 + l , } ) ,
·

( 1 3 )
吸艺川

镇
E

[葱
( “ ( , * ,

` 十 ` , 一 “ ` , 乏
,

` , , 2

]簇
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由 T K
, ,

的定义
,

可以看出

( 1 3 ) 式 簇
n

萝梦契( 1 + I , J)
,

·

E …kY
+ 1

卜 E l ( kY + M ( kY
,

久
,

k + 1 ) -

M ( Y * ,

口* ,

、 ) {< co

因为 M ( x
,

k ) 有 不相关增 量
,

M几
·

( x
,

州
0

.

( 1 4 )

k ) 任 对任意 k 成立
.

另外
,

由于

对适应序列 P * ,

定义

若若。
1 P k

` 」、
_

,

P k 一 }

这 里

{ F叹
, ·

气工 0 -

x o 任 K 固 定
.

P k 任 K
,

P * 牙 K
,

由上 面 的证 明
,

我 们知 道

(户K ,

* ) } ` 州
。

.

显然 F珠
, ·

(户K ,

* ) 收敛

E [ Y 走+ 1
}下

*

〕=

E 〔kY + M ( kY
,

夕* ,

走 + 1 ) 一 M ( kY
,

久
,

无 ) l下
走

] =

kY + E [ M ( kY
,

k0
,

无 + 1 ) 一 M ( yk
,

k0
,

走 ) l下
* 〕 =

Y掩 + E 仁M ( x
, : ,

k + 1 ) 一 M ( x
, : ,

乏) 卜

下月
工 一

介
` 一
气 一 姚

·

(l 6)

到 F ( p
,

k ) ( L Z (日 ) 意义下
,

当 n
~ co 时 )

,

并且

K 厂 D 对任意 的 k 一致
,

从而在 I co 收敛
.

由文献

[ 6 〕引理 4
.

6
,

{ F ( 户
,

龙 ) }任州淤
.

定理 3 假设对任意的
: ,

k
,

M ( x
, : ,

k) 有

一个关于 x 〔 澎 连续的修正
,

并且它和由 ( 2) 式确

定的 玖 满足假设 I 和假设 11
.

对 任意的 x 任澎
,

1簇
、
簇 N 对于 走并 ,

,

k
,

j ) 0
,

M ( x
, : ,

走 + 1 )

一
M ( x

, s ,

k ) 和 M ( x
, s ,

z + 1 ) 一 M ( x
,

j) 不相关
,

则 Y * 是一个局部鞍
.

证 注意到引理 1 的证明中
,

只要函数空间一

阶连续即可
,

我们可以重复它的证 明得到此定理结

论
,

但是 要 注 意 的 是
:

本定 理 中 的适 应 序 列 是

( Y * ,

夕* )
,

我们可以把它作为新的 d + 1 维适应序

列 又
一 (姚

,

0* )
,

引理中的 p *在此即为 认
.

注 如果 M ( x
, : ,

k ) 满足
:

对任意 的 自然

数 k

得到方程的解是一个鞍
.

如果将上述的鞍差列具有一致可积性 ( 1 7)
,

则

有下面的收敛性
.

定理 4 假设对任意的
、 ,

k
,

M ( x
, : ,

走 ) 有

一个关于 x 任澎 连续的修正
,

并且它和 由 ( 2) 式确

定的 姚 满足假设 I 和假设 n
.

对任意的 x 任澎
,

1

镇 s簇 N 对于 k 共 j
,

k
,

j妻 o
,

M ( x
, s ,

k + 1 ) -

M ( x
, : ,

走) 和 M ( x
, s ,

少 + 1 ) 一 M ( x
, s ,

] )

不相关
,

若存在一常数 C
,

使得

E [ IM ( x
, : ,

走 + 1 ) 一 M ( x
, : ,

龙 ) 门镇 e
,

V x
,

V 、

( 1 7 )

则对 任何 一个 可 和 停 时 T
,

即 E [ T ] < co
,

有

E [ …Y :

门< co 且

ilm 或…Y
,

…介 )
,

]
= 0

s u
团 }M ( x

, : ,

走) l < co
,

证 令 z 。 =
}Y 。

I
,

z ; =
}Y * 一 玖

一 1

{
,

k ) 1
,

则有 姚可积
.

这是因为
:

显然 Y l
可积

,

归纳的若 有

姚可积
,

则
:

E ! M ( Y * ,

。* , 。 ,

、 + 1 ) }蕊

睿丁
,“ `玖

, 5 ,
田

,

` · ` ’ `p `d田 ’ -

鑫}}
, M (工

, , , 。 ,

` · ` , ’ p ` d田 , p (矶 任 七 ’ -

鑫{{ ,M`姚
, ` ,

田
,

` · ` , ’ p `姚 任 d二 ’ ” ` d田 ’ 镇

客{
·
: 、 , M (工

, ` ,

` , , p (、 〔 d工 , < 一 (` , ,

同理
,

E …M ( Y 走
,

夕, , 。 ,

k) …< co
.

于是有

E
[公 z,l 〕

一

全
: 〔力 z,lI

〔 T一 , 〕

]
-

少 = o n = 0 少 = 0

(义 ,

艺或 …2,1 1〔 二》 , 〕 ] -

少 = 0

〕 二

艺 E 仁E 〔jZ l下
, 一 1〕 I : : ) , 〕〕+ E [ Z 。〕-

少= 1

O0

习 E […M (矶
一 1 ,

色
一 1 ,

j ) -

少 = l

M (矶
一 1 ,

0j
一 1 ,

j 一 i ) 11 仁T ) , 〕〕+ E [ Z 。〕毛
OO

c 习 (P T 妻 j卜 或 】Y 。

}」
-

J = 1

cE [ T升 E [ }Y 。

{ ] < co
.
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由于 …许 }成军
o

z j
,

所以有 E 口妈 }〕< co
.

同时

: [ I y
。

l , 〔 丁 )
, 〕

]镇 : 〔习乙I : T )
。

: 〕~ o
, 、
一 co

.

少 = 0

利用上述定理直接可得
:

推论 若定理 4 中条件成立
,

则对任何一个可

和停时
,

有

尸 { ( 玖 + M ( 矶
,

k0
,

掩 + 1 ) 一 M (姚
,

口* ,

走 )
,

k0
+ 1 )

·

任 A x (j l) 玖
= x

,

夕* = :

=}

P { x + M ( x
, 、 ,

k + 1 ) 一 M ( x
, : ,

k ) 任 A
,

夕乏
+ 1 =

j …kY = x
,

夕; = :
}

.

( 1 9 )

因为 M ( x
, : ,

k ) 和 久都是时齐的
,

我们有

E [ Y :

〕 = E [ Y 。
〕

.

2 系统的 M ar ko
v 性

、

不可约性和常返性

下面我们讨论离散随机控制系统的 M ar k vo 性
,

一般说来 ( 2) 式不具有 M ar k vo 性质
,

但是
,

可以证

明 { ( kY
,

0* ) }
; ) 。
是具有 M a r k o v

性质的
.

为此 我

们需要下面的引理
,

其证明见文献 【12 〕 附录定理

4
.

5
.

引理 2 设 f
:

澎 x 。 一澎 是 召 (澎 ) x 下
一

可

测的
,

下
`

是下 的子
。 一

代数
.

若 V x 任澎
,

f( x
, ·

)

关于 下
’

独立
,

宁
: 日 ~ 澎 是 下几可测的

,

则

P ;
,

* + 1 ( ( x
, s )

,

A X ( j ) ) =

P { x + M ( x
, : ,

k + 1 ) 一 M ( x
, 、 ,

k ) 任 A
,

口1 =

川姚
= x

,

0。 = :

卜
P { x + M ( x

, : ,

1 ) 一 M ( x
, 、 ,

0 ) 任 A
,

8 1 =

, …Y 。 一 x
,

0 。 二 :

=}
P { Y 。 + M ( Y 。 ,

8 1 = j
,

1 ) 一 M ( Y 。 ,

0 1 =

j
,

0) 任 A
,

8 , 一
川

,

Y 。 一 x
,

0。 一 :

}

= P o
,

1 ( ( x
, s )

,

A x (少 ) )
.

( 2 0 )

E [ f (子( 。 )
, 。 ) }下

’

] =

定理 5 如果 M ( x
, 、

E [ f ( x
, 。 ) ]

二 _ 。
.

( 1 5 )

: , 。 ,

掩 ) 关于 召 (澎 ) x 召 ( N ) x

k + 1 ) 一 M ( x
,

下
’ *
可测

,

其中

{厂
*

} 是 下 的 子
。 一

代 数
,

并 且 对 固定 的 x
,

V k
,

M ( x
, : , · ,

走 + 1 ) 一 M ( x
, : , · ,

走 ) 与

下 * 独立
.

姚 是由 ( 2) 式确定的离散随机控制系统
,

则 ( 姚
,

久 ) 是一个 M ar ko
v
序列

.

证明是简单的 (略 )
.

最后考虑 (姚
,

氏 ) 的时齐性和 笋不可约及 笋

常返性
.

定理 6 (时齐性 )如果序列 M ( x
, : ,

k) 满足

平稳性条件
,

即对任意 的 x 任澎 和 : 任 N
,

M ( x
,

: , n + 1 ) 一 M ( x
, : , n ) 对任意的

n 有相同的分

布
,

并且 久是时齐的 M ar k vo 链
,

则序列 (姚
,

氏 )

有时齐的转移函数 P ( ( x
, 、 )

,

A X ( j ) )
.

证 我们 已经证明了在定理 5 条 件下
,

( 玖
,

久 ) 是一个 M ar k vo 序列
,

下面计算它的转移概率

尸 ( ( x
, 、 )

,

A x ( ] ) )
,

其 中 A 是 皿“
中的任意

oB er l 集合
.

因为对 任意 的 k
,

M ( x
, : ,

k )关于 召 ( 皿 ) x B

( N )
一

可测
,

显然 尸 ( ( x
, : )

,

A X ( j ) ) 是一个转移

核
,

从而
,

( 姚
,

8 ; ) 有 时齐 的转 移 函数 尸 ( ( x
,

, )
,

A x (少 ) )
.

我们给 出 (矶
,

口; ) 的 乒不可约和 再常返的定

义和一个充分条件
:

定义 1 (玖
,

0* ) 是一个 时齐 M a r k vo 链
,

称

它是 奔不可约的
,

如果存在 澎 上的一个 。 一

可加的

测度 价
,

使得对任意的 x 任澎
.

创 )A > 0 => 尸 {几 < 001
Y O = 川 > 0,

其中 几 := i n f( n 》 1 : Y
,

任 A )
,

特别的
,

如果

恻 )A > 0=> 州 几 <
coJ

Y 。 = x } 一 1

P *
,

; 十 , ( ( x
, s )

,

A x ( j ) ) =

尸 { (姚
+ 1 ,

o * + 1 ) 任 A x (j ) ) kY
= x

,

氏 一 :

卜

则称它是 笋
一

常返的
.

定理 7 (笋
一

不可约以及 乒常返 ) 势是 澎 上的

一个
。 一

可加测度
,

当 笋( A ) > 0 时
,

尸 { ( x + M ( x
,

一)任 A } > 0 对所有的 x 任澎 和 : e {1
,

2
,

… n }

成立
,

则 ( 玖
,

0* ) 是 吏不可约
.

特别 的
,

若存在

一个正常数 到 A )
,

使得对所有的 x 任澎 和 : e {1
,

2
,

… n }
,

P { x + M ( x
, : ,

1 ) 任 A } > 占 ( A )
,

则

( 玖
,

8* ) 是 笋
一

常返的
.

证明是简单的 (略 )
.

我们可以把定理中的条件

减弱
:

推论 笋是 澎 上的一个
。 一

可加测度
,

当 创 A )

> O时
,

尸 { x + M ( x
, : ,

1) 任 A } > 0 对 某 一 个
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: 任 { 1
,

2
,

… n} 和 V x 任澎 成立
,

则 (姚
,

氏 ) 是

价
一

不可约的
.

证 由于 久不可约
、

状态有限
,

可知它是遍历

的
,

从而存在 k
,

使得

转移概率是

(P 久 = 、

}夕
。 = i) > .0

尸 { ( kY
+ 1 ,

氏
+ 1 ) 任 B x (j ) }( kY

,

k0 ) =

( x
,

i ) } = 尸 { (玖 +
外仇

+ 1 ,

夕k + 1 )
·

任 B x ( j ) }kY = x
,

夕; = i } =

尸 { ( x + x `氛
+ 1 ,

0k
+ 1 ) 任 B x ( j ) }

.

( 2 4 )

则
当 i = 2 时

,

有

。

乙浏尸 {丁 A < co 卜 尸 I U蒸
1 (几 = n) 卜 川几

一 , } 一 尸 {( 矶+l
,

*+0 1) 任 B
x( 川 玖 一 x

,

久 二 2 } 二 札
x

习 尸 { yn 首达 A } ) 尸 {矶
+ 1
首达 A } 十

习 (P Y
,

首达 A ) = 尸 (玖
、 1 〔 A …Y 。 二 x

,

0 0 一 *
,

Y l ,

…
,

玖牙 )A
十

艺 (P Y
,

首达 A ) =

如果 x + x Z 任 B
,

x 一 x Z窟 B :

如果 x

如果

如果

X +

X +

x Z 任 B
,

x + x Z牙 B ;

x Z 任 B
,

x 一 x Z 任 B ;

x Z牙 B
,

x 一 x Z牙 B ;

1一21一21,0,

P (姚
* 1任 A

尸 (玖
+ 1任 A

月 = 1

Y O = x
,

几 = i
,

Y l ,

…

Y o = x
,

0 0 = i
,

Y I , “
`

矶牙 A
,

0 二 : ) +

玖牙 A
,

8尹 s ) +

艺 (P nY 首达 A ) ) 尸 (x + M (x
, : ,

1) 任A II OY -

几 = 1

x
,

00 = i
,

Y l ,

…
,

玖牙 A
,

8 =

A ) > 0
.

:

卜 艺 (P Y
,

首达

( 2 1 )

最后用一个例子结束本文的讨论
.

例 令 M ( x
, : ,

* ) 一 xs 乙)
_ 。

夸, ,

其中 夸、
,

i = 0
,

1
, … 是 1

.

i
.

d

,

o * 是一个 M a r k o v

,

转移矩阵是

随机变量列
,

p (夸、 = 士 1 ) =

链
,

其状 态空 间是 }0
,

1
,工2川

1一31一2i一301一31一2

( p ij ) 3 K 3 = ( 2 2 )

尸 0 1 一 尸

其中 P > 0
.

从方程 (2 )
,

我们有

Y 乏+ 1 = Y 走 + M (姚
,

口* ,

k + 1 ) 一 M (玖
,

8* ,

k ) =

k + 1

Y , +
外 (名 g、 一 艺彗、 ) = 姚 +

邓姚
+ 1 ,

( 2 3 )

从而对任意的 oB er l 集 B 仁 R 和状态 j 任 {0
,

1
,

2}

其中 p Z。 = P
,

九
1 = 0

,

P 22 = 1 一 p
.

类似 的可以计

算当 i = 0 和 i = 1 时的情形
.
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